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Аннотация: исследования по решению смешанной задачи для системы дифференциально-функциональных 

уравнений изложены в [1], [2]. В работах [3], [5]-[8] для этих систем рассмотрены непрерывная зависимость 

решения от начальных условий и правых частей в смысле среднего квадратичного отклонения, доказаны 

теоремы о непрерывной зависимости частных производных по времени от решения. В данной статье 

рассматривается доказательство теоремы о существовании и единственности решения диффернциально-

функционального уравнения одного типа. Доказательство теоремы и решение уравнения приводятся с 

использованием метода последовательных приближений Пикара. Для операторов типа Вольтерра 

предполагается наличие непрерывных частных производных по времени до соответствующего порядка. 
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Abstract: studies on solving a mixed problem for a system of differential-functional equations are described in [1], [2]. 

In works [3], [5]-[8] for these systems, the continuous dependence of the solution on initial conditions and right parts in 

the sense of mean quadratic deviation is considered, theorems on the continuous dependence of partial time derivatives 

on the solution are proved. In this article, the proof of the theorem about the existence and uniqueness of the solution of 

the differential-functional equation of one type is considered. The proof of the theorem and the solution of the equation 

are given using the Picard method of successive approximations. For operators of the Volterra type, it is assumed that 

there are continuous partial derivatives in time up to the corresponding order. 
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Рассмотрим линейную систему дифференциально-функциональных уравнений 
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Здесь коэффициенты , ,L R C  и J  -- постоянные квадратные матрицы порядка 1.m  Кроме того, матрицы 

L  и C  - симметричны и положительно определены. Векторы i  и u  порядка m  - искомые, их проекции 

зависят от аргументов ,x t  в прямоугольнике :П  0 ,x l   
'0 .t t   

Правые части системы уравнений g    1, 2   имеют такую же структуру.  1 , ;T x y i  и   2 , ;T x y u - 

линейные векторные операторы типа Вольтерра порядка ,m  определенные для непрерывных векторов  ,x ti   

и  ,x tu  (
'0,t t      0,x l  ), удовлетворяющие условию  W  и (при некотором 0p   ) условию  .pW  



Условие  W  состоит в том, что для любых двух пар непрерывных в П  векторных функций 1 1,i u  и 2 2,i u  

существует такое число 0,   что имеет место равенство 
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Условие  pW  состоит в том, что для непрерывных векторных функций  tI  и   tU  имеет место 
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(  X x  и  X x  - любые скалярные непрерывные функции x  ), где  1 ;T t t  I  и  2 ;T t t  U  - 

операторы, удовлетворяющие условию   .pW  Условие  pW состоит в том, что если для некоторого целого 

1p   и некоторого целого  ' 0, ,p p  в П  существуют все непрерывные частные производные 
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то операторы  , ; ,T x t i u   1,2   имеют в П  непрерывные частные производные по t  до 
'p  -го 

порядка включительно, причем найдется такое постоянное число ,p  что будет справедливо равенство 
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'( 0, ,t t     0, ,x l 1,2)   

Отметим, что при 0p   условие  pW  превращается в условие  .W   

Систему уравнений (1) будем рассматривать при граничных условиях 

0| | 0x x l  u u      '0,t t             (2) и начальных условиях 

 0| ,t x i F     0|t x u Φ      0,x l           (3) 

Рассмотрим формальный метод решения системы уравнений (1) при граничных условиях (2) и начальных (3) 

следуя [4]. В соответствии с граничными условиями (2) решение ищем в виде 
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При этом граничные условия (2) автоматически удовлетворяются. Подставляя векторы (4) в систему 

уравнений (1) и используя условие   ,W  получим 
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где: 0,1,2,...k        0 0 ,t u   а 
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Значения  0ki  и  0ku  получим из начальных условий (3) 
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Составим теперь 2m  - мерные векторы    0, ,k k kt tz z h  и  ; :kT t z  
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Тогда систему уравнений (5) можно переписать в виде: 
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где kM  - матрица 2m  - го порядка 
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Дифференциально-функциональное уравнение (9) с начальным условием   00k kz z  эквивалентно 

уравнению 
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Решение уравнения (11) находим методом последовательных приближений Пикара. В качестве нулевого 

приближения берем .koz   Остальные приближения вычисляются последовательно по формулам: 
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Предельная функция  k tz  последовательности  ,k n tz  
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удовлетворяет уравнению (11) и, следовательно, удовлетворяет уравнению (9) и начальному условию 

  00 .k kz z  Итак, формулы (4), (8), (13), (12), (7), (6)и (10) совместно дают решение рассматриваемой задачи. 

Докажем теорему, утверждающую существование и единственность решения уравнения (11). 

Теорема. Пусть оператор  ;T t z  удовлетворяет условию   ,W  а функция  k th  непрерывна при 

'0, .t t    Тогда на отрезке 
'0,t    существует и притом единственное решение уравнения (11). 



Доказательство. Доказательство существования решения будем проводить методом последовательных 

приближений Пикара. В качестве нулевого приближения берем 0 ,kz  а остальные приближения вычисляем по 

формулам (12). Тогда будем иметь: 
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или, применяя неравенство Коши-Буняковского 
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Далее, применяя условие   ,W  получим: 
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Откуда 
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получим: 
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Отсюда следует, что все члены ряда 
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начиная со второго, по модулю меньше, чем члены сходящегося ряда 
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с постоянными положительными членами, а потому ряд (14) сходится равномерно на отрезке 
'0, .t    Из 

равномерной сходимости ряда следует равномерная сходимость последовательности  ,k n tz     1,2,... .n   
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    

  



 

z z z z

z z z z

  

то в формуле (12) можно переходить к пределу при n  в обоих частях равенства, а поэтому предельная 

функция  k tz  удовлетворяет уравнению (11). Таким образом, доказано существование непрерывного решения 

уравнения (11). 

Теперь докажем единственность уравнения (11) на отрезке  0, ,t  где t  определяется из неравенства 

 222 1.kt M t            (15) 

Пусть будут два решения  k tz  и  k tZ  уравнения (11). Тогда, подставляя в уравнение (11) одно, а потом 

другое решение и вычитая почленно, будем иметь: 

             
0

; ; .

t

k k k k k k kt t M T T d           z Z z Z z Z  

Отсюда 

           
0

; ; ,

t

k k k k k k kt t M T T d          z Z z Z z Z  

или, применяя неравенство Коши-Буняковского и условие   ,W  получим: 

             

1

21
2 22

2

0 0

2 ,

t

k k k k k k kt t t M d d



      
   

      
   
 z Z z Z z Z  

откуда при  0,t t   



         

1
1

2
22 2

0

2 .

t

k k k k kt t t M t d   
 

      
 
z Z z Z           (16) 

Обозначим 
 

   
0,

max k k
t t

t t


z Z   через    и пусть этот максимум достигается при t      0, .t   

Тогда имеем при t   

    .k k   z Z    

Неравенство (16) при t   примет вид 

 
1

2 2
2 .kt M t    
 

  

Отсюда, в силу неравенства (15) и следует, что 0,   т.е. вытекает единственность решения уравнения (11) 

на отрезке  0, .t  Покрывая отрезок 
'0,t    несколькими отрезками длины 0,t   мы докажем совпадение 

 k tz  и  k tZ  на всем отрезке 
'0, .t    Итак, единственность решения уравнения (11) доказана и, 

следовательно, полностью доказана теорема. 
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