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Аннотация: рассмотрены методы построения алгоритмов операционного модального анализа для 

моделей с линейным изменением параметров во времени в системах виртуальных сенсоров архитектуры 
Sensor-Cloud. Показано, что алгоритмы операционного модального анализа для моделей с линейным 

изменением параметров во времени могут быть разделены на методы анализа во временной области и 

методы частотно-временного анализа. Разработан алгоритм обновления скользящего окна в рамках 

метода рекурсивного анализа главных компонент собственного вектора на базе метода ограничения 

памяти. В результате предложена схема построения алгоритмов определения переходных модальных 

параметров при помощи метода рекурсивного анализа главных компонент собственного вектора на 

базе метода ограничения памяти. 
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Abstract: the methods of constructing operational modal analysis algorithms for models with linear time-
varying parameters at the virtual sensor systems of the Sensor-Cloud architecture are considered. It is shown 

that operational modal analysis algorithms for models with linear time-varying parameters can be divided into 

methods in the time domain and methods of time-frequency analysis. An algorithm for updating a moving 

window has been developed within the framework of the method of recursive analysis of the main components of 

the eigenvector based on the method of memory limitation. As a result, a scheme is proposed for constructing 

algorithms for determining transient modal parameters using the method of recursive analysis of the main 

components of the eigenvector based on the method of memory limitation. 
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Введение 
На сегодняшний день использование алгоритмов операционного модального анализа 

(OPA, Operational Modal Analysis) в рамках методологии оценки модального поведения модели, которая 

базируется на основе статистических исследований (преднапряженный модальный анализ), широко 

внедряются в системы организации виртуальных сенсоров по серверам системы. В особенности это 

характерно для моделей с линейным изменением параметров во времени (LTV, Linear Time-Varying), а 

также плавным линейным изменением параметров во времени (SLTV, Slow Linear Time-Varying) в связи 

с относительной простотой математического моделирования. В данном исследовании предлагается 

разработать математический аппарат построения алгоритмов LTV-OPA для архитектуры Sensor-Cloud, 

как наиболее продуктивной схемы организации виртуальных сенсоров, что определяет актуальность 

данного исследования. 

Анализ последних исследований и публикаций в данной области позволил классифицировать 

методы LTV-OMA как методы анализа во временной области и методы частотно-временного анализа [1-

4]. Методы анализа во временной области включает в себя алгоритмы на базе TSS (Time-dependent State 

Space) и TARMA (Time-Dependent Autoregressive Moving Average), в частности алгоритмы 

идентификации с подавлением шумов [5] и рекурсивные методы TSS на базе статистических данных 

нескольких экспериментов [6]. В отношении подходов на базе частотно-временного анализа показан 

приоритет вейвлет-метода частотной характеристики для оценки изменяющихся во времени параметров 
[7]. Также рассмотрены алгоритмы скользящего окна (moving window) для SLTV и OMA-алгоритмы на 

основе анализа основных компонентов ограниченной памяти (LMPCA, Limited Memory Principal 

Component Analysis), которые были в дальнейшем использованы при построении соответствующих 

компонент математического аппарата [8]. Также анализ включал в себя оценку параметров систем 

виртуальных сенсоров, таких как оценка доверия [9, 10], безопасность, конфиденциальность [11] и 

надежность хранения данных [12]. Система датчиков, которая может быть организована в соответствии с 

концепцией архитектуры Sensor-Cloud, обеспечивает сбор данных [13, 14] на уровне моделирования 

систем различного типа [15 - 18] с большим числом датчиков и соответствующих потоков данных, 

которые от них поступают.  

Разработанные алгоритмы характеризуются высокими требованиями к использованию памяти и 

времени обработки запроса, что не подходит для оперативного мониторинга состояния системы в 

режиме реального времени и соответствующей диагностики, что было выделено как нерешенную часть 

общей проблемы.  

Целью работы является разработка комплексной методологии построения OPA-алгоритмов 

организации виртуальных сенсоров в рамках архитектуры Sensor-Cloud при помощи методов 

скользящего окна и LMPCA-методов. 

1. Построение алгоритмов на базе метода рекурсивного анализа главных компонент 
собственного вектора 

Стандартный подход подразумевает выполнение процедуры обновления образцов 

экспериментальных данных на базе метода ограничения памяти в рамках которого добавлению нового 

образца предшествует удаление самого старого образца из матрицы данных. Но в то же время более 

перспективным методом представляется рекурсивный анализ главных компонент собственного вектора 

(ERPCA, Eigenvector Recursive Principal Component Analysis), который включает в себя обновление 

главных компоненты и собственных векторов через значения собственных векторов, которые были 

получены на предыдущей итерации. При этом модель может быть рассчитана с помощью рекурсивного 

подхода, что соответствует рекурсивному анализу главных компонент собственного вектора на базе 

метода ограничения памяти (LMERPCA, Limited Memory Eigenvector Recursive Principal Component 

Analysis) — таким образом, существенно уменьшается ресурсоемкость соответствующих алгоритмов. В 

данном исследовании предлагается объединить LMERPCA и метод скользящего окна, рекурсивно 

обновляя при этом выбранную часть данных для каждой выборки. 

Базовая схема обновления скользящего окна, которое характеризуется длиной 𝑙, представлена на рис. 
1-3. Пусть полный набор данных, поступающих от виртуальных сенсоров в различные моменты времени 

может быть выражен математически через матрицу временных функций 𝐗(𝑡) размерности 𝑀 × 𝑁: 

 



𝐗(𝑡) =

[
 
 
 
 
 
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
…

𝑥𝑚(𝑡)
…

𝑥𝑀(𝑡)]
 
 
 
 
 

 , 𝐗(𝑡) ∈ ℝ𝑀×𝑁 ,                                          (1) 

 

которая, в свою очередь, может быть расписана как: 

 

𝐗(𝑡) =

[
 
 
 
 
 
𝑥1 (1) 𝑥1 (2) … 𝑥1 (𝑛) 𝑥1 (𝑛 + 1) … 𝑥1 (𝑛 + 𝑙 − 1) 𝑥1 (𝑛 + 𝑙) … 𝑥1 (𝑁 − 1) 𝑥1 (𝑁)

𝑥2 (1) 𝑥2 (2) … 𝑥2 (𝑛) 𝑥2 (𝑛 + 1) … 𝑥2 (𝑛 + 𝑙 − 1) 𝑥2 (𝑛 + 𝑙) … 𝑥2 (𝑁 − 1) 𝑥2 (𝑁)
⋮

𝑥𝑚(1) 𝑥𝑚(2) … 𝑥𝑚(𝑛) 𝑥𝑚(𝑛 + 1) … 𝑥𝑚(𝑛 + 𝑙 − 1) 𝑥𝑚(𝑛 + 𝑙) … 𝑥𝑚(𝑁 − 1) 𝑥𝑚(𝑁)
⋮

𝑥𝑀(1) 𝑥𝑀(2) … 𝑥𝑀(𝑛) 𝑥𝑀(𝑛 + 1) … 𝑥𝑀(𝑛 + 𝑙 − 1) 𝑥𝑀(𝑛 + 𝑙) … 𝑥𝑀(𝑁 − 1) 𝑥𝑀(𝑁)]
 
 
 
 
 

. (2) 

 

Пусть в данный момент времени скользящее окно представляет собой матрицу 𝐗𝑙
𝑛. Переход к матрице 

𝐗𝑙
𝑛+1 осуществляется через удаление образца 𝑥̅1

𝑛 и добавление образца 𝑥̅1
(𝑛+𝑙)

 (рис. 1-2). 
 

 
 

Рис. 1. Схема выделения старого и нового образца матрицы 
 

 
 

Рис. 2. Схема перехода скользящего окна между состояниями 𝐗𝑙
𝑛 → 𝐗𝑙

𝑛+1 
 

В соответствии с данных алгоритмом происходит анализ всей матрицы данных, поступающих от 

виртуальных сенсоров в различные моменты времени, при этом промежуточное окно используется в 

качестве переходной матрицы (рис. 3). 
 



 
 

Рис. 3. Базовая схема обновления скользящего окна в рамках метода LMERPCA 
 

2. Разработка алгоритмов на основе метода LMERPCA 
Представим базовую схему обновления скользящего окна в рамках метода LMERPCA, 

представленную на рис. 1-3 на математическом уровне. Для стека памяти, ограниченного длиной 𝑙, она 

включает в себя анализ образца 𝐗𝑙
𝑛  размерности 𝑀 × 𝑁  в момент времени 𝑡(𝑛)  и, соответственно, 

образца 𝐗𝑙
𝑛+1  размерности 𝑀 × 𝑁  в момент времени 𝑡(𝑛 + 1). Матрица общих данных для 𝐗𝑙

𝑛  и 𝐗𝑙
𝑛+1 

(промежуточная матрица) может быть записана как 𝐗𝑙−1
𝑛+1 (рис. 3) размерности 𝑀 × (𝑁 − 1).  

Введем понятия вектора средних значений 𝑏̅𝑿𝑙
𝑛  размерности 𝑀 × 1 и автокорреляционной матрицы 

𝐂𝑿𝑙
𝑛  размерности 𝑀 × 𝑀  для 𝐗𝑙

𝑛 . При переходе к матрице 𝐗𝑙−1
𝑛+1  мы соответственно получаем вектора 

средних значений 𝑏̅𝑿𝑙−1
𝑛+1  размерности 𝑀 × 1  и автокорреляционную матрицу 𝐂𝑿𝑙−1

𝑛+1  размерности 𝑀 × 𝑀  

для  𝐗𝑙
𝑛 для промежуточной матрицы 𝐗𝑙−1

𝑛+1 размерности 𝑀 × (𝑁 − 1), которые могут быть определены 

как: 

 

𝑏̅𝑿𝑙−1
𝑛+1 =

𝑙 ∙ 𝑏̅𝑿𝑙
𝑛 − 𝑥̅1

𝑛

𝑙 − 1
 ,                                       (3) 

 

𝐂𝑿𝑙−1
𝑛+1 =

(𝑙 − 1) ∙ 𝐀𝑆1

𝑙 − 2
+ 𝐀𝑆2 +

𝑥̅1
𝑛 ∙ (𝑥̅1

𝑛)Т

𝑙 − 2
 ,                            (4) 

 

где: 

 

[
 
 
 𝐀𝛴1 = (𝐒𝐂

𝑿𝑙
𝑛)

−1

∙ 𝐒𝐂
𝑿𝑙−1

𝑛+1
∙ 𝐂𝑿𝑙−1

𝑛+1 ∙ 𝐒𝐂
𝑿𝑙−1

𝑛+1
∙ (𝐒𝐂

𝑿𝑙
𝑛)

−1

𝐀𝛴2 = (𝐒𝐂
𝑿𝑙

𝑛)
−1

∙ ∆𝑏̅𝑿𝑙
𝑛 ∙ (∆𝑏̅𝑿𝑙

𝑛)
T

∙ (𝐒𝐂
𝑿𝑙

𝑛)
−1

            

  ,                (5) 

 

причем ∆𝑏̅𝑿𝑙
𝑛  представляет собой диагональную матрицу среднеквадратичного отклонения 

скользящего окна до обновления, а 𝐒𝐂
𝑿𝑙−1

𝑛+1
 — диагональную матрицу среднеквадратичного отклонения 

промежуточного окна: 

 

[
∆𝑏̅𝑿𝑙

𝑛 = 𝑏̅𝑿𝑙
𝑛 − 𝑏̅𝑿𝑙−1

𝑛+1

𝐒𝐂
𝑿𝑙−1

𝑛+1
∈ ℝ𝑀×𝑀          

                                                (6) 

 

В рамках модели LMERPCA процедура обновления происходит при каждом добавлении каждого 

нового элемента массива данных, поэтому такие показатели как общая дисперсия и среднее значение 

изменяются постепенно, что может быть использовано для модификации и упрощения алгоритма расчета 

𝐂𝑿𝑙−1
𝑛+1: 

 

𝐂
𝐗𝑙

𝑛+1(𝐗𝑙
𝑛+1)

T ≈ 𝐂
𝐗𝑙

𝑛(𝐗𝑙
𝑛)

T +
𝑥̅1

𝑛+1 ∙ (𝑥̅1
𝑛+1)Т

𝑙 − 1
−

𝑥̅1
𝑛 ∙ (𝑥̅1

𝑛)Т

𝑙 − 1
 ,                 (7) 

 

где 𝑥̅1
𝑛+1 ∙ (𝑥̅1

𝑛+1)Т  и 𝑥̅1
𝑛 ∙ (𝑥̅1

𝑛)Т  являются матрицами первого ранга, представляя собо результат 
произведения двух векторов. В соответствии с определением поправки ранга автокорреляционная 



матрица 𝐂
𝐗𝑙

𝑛+1(𝐗𝑙
𝑛+1)

T  на этапе 𝑡(𝑛 + 1) может быть рассчитана через собственные векторы и векторы 

главных компонент.   

Ортогональное разложение автокорреляционной матрицы 𝐂
𝐗𝑙

𝑛(𝐗𝑙
𝑛)

T может быть представлено как 𝐕𝑛 ∙

𝚲𝑛 ∙ (𝐕𝑛)T, где 𝐕𝑛 — единичная ортогональная матрица и 𝚲𝑛 — диагональная матрица, построенная на 

базе собственных векторов автокорреляционной функции. Таким образом, если представить  уравнение 
(7) как: 

 

𝐂
𝐗𝑙

𝑛+1(𝐗𝑙
𝑛+1)

T = 𝐕𝑛 ∙ (𝐅 + 𝜇 ∙ 𝑣̅ ∙ (𝑣̅)T) +
𝑥̅1

𝑛+1 ∙ (𝑥̅1
𝑛+1)Т

𝑙 − 1
 ,                  (8) 

 

где 𝐅, 𝜇 и 𝑣̅ может быть определено как: 

 

[

𝐅 = 𝚲𝑛      

𝜇 =
1

1 − 𝑙
  

𝑣̅ = (𝐏𝑛)T

 ,                                                        (9) 

 

то после применения поправки ранга может быть получено следующее уравнение: 

 

(𝐕𝑛)′ ∙ (𝚲𝑛)′ ∙ ((𝐕𝑛)′)
T

= 𝚲𝑛 −
((𝐕𝑛)T ∙ 𝑥̅1

𝑛) ∙ ((𝐕𝑛)T ∙ 𝑥̅1
𝑛)T

𝑙 − 1
,               (10) 

  

что позволяет рассчитать 𝐂
𝐗𝑙

𝑛+1(𝐗𝑙
𝑛+1)

T как 

 

𝐂
𝐗𝑙

𝑛+1(𝐗𝑙
𝑛+1)

T =
𝑥̅1

𝑛 ∙ (𝑥̅1
𝑛)Т

𝑙 − 1
+𝐕𝑛 ∙ ((𝐕𝑛)′ ∙ (𝚲𝑛)′ ∙ ((𝐕𝑛)′)

T
) ∙ ((𝐕𝑛)′)

T
.     (11) 

 

Полученное уравнение можно записать как: 

 

𝐂
𝐗𝑙

𝑛+1(𝐗𝑙
𝑛+1)

T = 𝐕𝑛 ∙ (𝐕𝑛)′ ∙ (𝐅 + 𝜇′ ∙ 𝑣 ′̅ ∙ (𝑣 ′̅)T) ∙ (𝐕𝑛 ∙ (𝐕𝑛)′)T.              (12) 

 

где  

 

[
 
 
 
𝐅′ = (𝚲𝑛)′                                 

𝜇′ =
1

1 − 𝑙
                                  

𝑣̅′ = ((𝐕𝑛)′)T ∙ (𝐕𝑛)T ∙ 𝑥̅1
𝑛+1

 ,                                      (13) 

 

т.е., после второй поправки ранга уравнению (10) соответствует следующее уравнение:  

 

(𝐕𝑛)′′ ∙ (𝚲𝑛)′′ ∙ ((𝐕𝑛)′′)T = (𝚲𝑛)′ −
(((𝐕𝑛)′)

T
∙ 𝑥̅1

𝑛) ∙ (((𝐕𝑛)′)
T
∙ 𝑥̅1

𝑛)
T

𝑙 − 1
,    (14) 

 

соответсвенно автокорреляционная матрица рассчитывается как: 

 

𝐂
𝐗𝑙

𝑛+1(𝐗𝑙
𝑛+1)

T = (𝐕𝑛 ∙ (𝐕𝑛)′ ∙ (𝐕𝑛)′′) ∙ (𝚲𝑛)′′ ∙ (𝐕𝑛 ∙ (𝐕𝑛)′ ∙ (𝐕𝑛)′′)T.        (15) 

 

На основе проведенного выше анализа обновленное значение собственного вектора 𝐕𝑛+1 и главных 

компонент 𝐙𝑙
𝑛+1 может быть рассчитано следующим образом: 

 

𝐕𝑛+1 = 𝐕𝑛 ∙ (𝐕𝑛)′ ∙ (𝐕𝑛)′′                                           (16) 
 

𝐙𝑙
𝑛+1 = (𝐕𝑛+1)T ∙ 𝐗𝑙

𝑁+1                                               (17) 
 

Соответственно в рамках данной математической модели показан алгоритм обновления собственных 

векторов и главных компонент, который может быть использован для построения методологии 



определения переходных модальных параметров на базе метода LMERPCA. В рамках данного подхода 

метод LMERPCA используется для обновления собственных векторов и собственных значений 

рекурсивного анализа, а также главных компонент в условиях ограниченного объема памяти.  

Выводы 
В результате проведенного исследования были рассмотрены методы построения алгоритмов 

операционного модального анализа для моделей с линейным изменением параметров во времени в 

системах виртуальных сенсоров архитектуры Sensor-Cloud. Было показано, что алгоритмы 

операционного модального анализа для моделей с линейным изменением параметров во времени могут 
быть разделены на методы анализа во временной области и методы частотно-временного анализа, что в 

дальнейшем было положено в основу классификации и систематизации составляющих элементов задачи. 

Был разработан алгоритм обновления скользящего окна в рамках метода рекурсивного анализа главных 

компонент собственного вектора на базе метода ограничения памяти и предложена схема построения 

алгоритмов определения переходных модальных параметров при помощи метода рекурсивного анализа 

главных компонент собственного вектора на базе метода ограничения памяти. 
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