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Введение 
Использование метода дополнительного аргумента дает возможность исследовать новые классы задач 

для уравнений в частных производных. Основная идея этого метода состоит в том, что исходная краевая 

задача путем введения дополнительной переменной сводится к системе интегральных уравнений, 

удобной для исследования. Отождествление переменных в решении такой системы дает решение 

исходной задачи. 

Основы метода дополнительного аргумента систематически изложены в монографии М. И. 

Иманалиева [1]. 

С использованием основных идей метода дополнительного аргумента в [2, 3] были исследованы 

дифференциальные и интегро-дифференциальные уравнения в частных производных типа Кортевега - де 

Фриза, а также нелинейные волновые уравнения. 

В работе [4] создана общая схема применения метода дополнительного аргумента для 

квазилинейного операторно-дифференциального уравнения в частных производных высшего порядка и 

показана применимость этой схемы для различных конкретных дифференциальных и интегро-

дифференциальных уравнений в частных производных высших порядков, а также возможность 

приближенного решения задач по этой схеме. 

В данной работе на основе метода дополнительного аргумента производятся исследования решения 

нелинейного дифференциального уравнения в частных производных второго порядка со многими 

переменными. 

Постановка задачи 

Рассматривается интегро-дифференциальное уравнение вида: 
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Воспользуемся обозначениями: 
)(k

b
C - класс функций, непрерывных и ограниченных вместе со своими производными до к-го 

порядка, 

Lip(N|u,M|v,…) – класс функций, удовлетворяющих условию Липшица по переменной u  с 

коэффициентом N, по переменной v с коэффициентом M,…; 
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и вместе со своими производными удовлетворяют условию 

Липшица по u. 
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Доказательство 

Лемма 1. Задача (1)-(2) эквивалентна системе интегральных уравнений 

dsxtspsxtpuxtu
t

iii
))..(,(),,0((),(

0

0   (4) 

,;2,1,,)),(;,(),(

),()),(,,(
2

1
),()),(,,(

2

1
),(

)),(,,(
2

1
)1(),,(

2

1
)1()),,0((

2

1
),(

0

00

.

0

1

jijidspsupsFdsps

psupsupsrdspsupsupsfdsps

psupsguuxtgxtpxt

t

iiij

t

iiii

t

iiiiii

t

iii

i

i

i

iii




















   (5) 

где 

  ,2,1)(),(),,()1(),(2
0




ixxtuuxtgxt
iti

i

i
 (6) 

 2,1)),,,(),...,,,((),,( 1 ixtspxtspxtsp n

iii
решения соответствующих систем 

интегральных уравнений: 

,,...,1,2,1,)),,(,()1(),,( njidxtpaxxtsp
t

s

i

i

j

j

i
    

),,( xts };,0),,{()(
2

nn RxTtsxtsTQ   
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 - решение системы интегральных уравнений (4), 

(5). Непосредственным дифференцированием из (4), (5) имеем: 

),,(),()],()1[( xtxtuxtaD
i

i

n
 (7) 

.;2,1,),;,(

),(),,(
2

1
)1(),(),,(

2

1
)1(),()],()1[( 11

jijiuxtF

xtuxtgxtuxtgxtxtaD
ii

i

ji

i

i

i

n



  

 
(8) 

Подставляя (7) в (8), получаем уравнению (1). 

Таким образом, мы доказали, что система уравнений (4), (5) удовлетворяет уравнению (1). Система 

уравнений (4), (5) удовлетворяет и начальному условию (2). 

Теперь покажем, что решение задачи (1)-(2) является решением системы интегральных уравнений (4), 

(5) т. е. решение задачи (1)-(2) сводим к решению системы интегральных уравнений (4)-(5). Для этого 

запишем уравнение (1) в виде 
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Действительно из (9) имеем: 
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Для (10), принимая во внимание обозначения (3), получаем: 
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Таким образом, мы показали, что из (9) получается уравнение (1). 

Введем обозначение .)),,()1(),(2);,( uuxtgxtuxtz
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Уравнение (9) с условиями (2) с помощью метода дополнительного аргумента сводится к решению 

интегро-дифференциального уравнения 
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В самом деле, дифференцируя (11), получаем (9). Полагая 0t  в (11), получаем (6). Из (11) следует 

(5). 

Из обозначения (3) методом дополнительного получаем (4). 

Лемма доказана. 

Лемма 2. Существует такое ,0T что система интегральных уравнений (4), (5) имеет 

единственное решение. 

Доказательство. 

Запишем систему интегральных уравнений (4)-(5) в виде: 

 A , (12) 

где ),,(
321

   - вектор-функция переменных ),( xt , ),(
1

xtu , 

),(),,(
2312

xtxt   , 

),,(
321

AAAA   определяются равенствами: 

2,1,))..(,(),,0((
0

01
  idsxtspsxtpuA

t

iii
 (13)

 

)14(.;2,1,,)),(;,(

),(),()),(,,(
2

1
),()),(,,(

2

1

),()),(,,(
2

1
)1(),,(

2

1
)1()),,0((

2

1

0

1

0

11

0

11.

0

111

1

jijidspspsF

dspspspspsrdspspspsf

dspspspsgxtgxtpA

t

ii

t

ijiiii

t

iiii

t

iiiii

i

i

i

iii




















 

Покажем, что уравнение (12) имеет в области )(
1

TG
n

при *TT  единственное, непрерывное 

решение, удовлетворяющее неравенству ,
~

0
М где  .3,2,1,maxmax

)(),(30 2




i
i

TGxti
  

Из (13), (14) имеем: 

,
~

01
TKuA   

),()
~

(
2

~
~

)1(
2

1

2

1
TТFK

TK
KTA

iiiiii
   

где 

,2,1,),,(),,(,),,(  iconstuxtrconstuxtfconstuxtg
iiiiii


 

,
~~

0
KM    

Обозначим через ,~

~

0
K

M
T  

i
T  положительные корни уравнения .2,1,

~
)(  iMT

i
 

Справедливы следующие оценки 
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осуществляет сжатое 

отображение шара )
~
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MS   на себя. Следовательно, по принципу сжимающих отображений система 

уравнений (4), (5) имеет одно и только одно решение. 

Теорема доказана. 
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