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Аннотация: матричные дифференциальные уравнения широко используются при решении различных 

задач в теории систем дифференциальных уравнений. Кроме того, они представляют значительный 

интерес в связи с решением различных прикладных задач в теории управления, в вариационном 

исчислении, в теории цепей и др. 

Данная работа посвящена исследованию матричного разностного уравнения с малым шагом. 

Abstract: matrix differential equations are widely used in solving various problems in the theory of differential 

equations. In addition, they are of considerable interest in connection with various applications in control 

theory, the calculus of variations in circuit theory and other. 

This work is devoted to the study of the matrix differential equation with a small step. 
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При построении алгоритмов оптимального управления для стационарной системы с малым 

параметром рассматривается сингулярно-возмущенное матричное дифференциальное уравнение вида [1, 

с. 25, 2, с. 5]. 

                                 (1) 

В работе будем рассматривать уравнение, которая является дискретным аналогом уравнения (1) вида 

                                   (2)  

где           матрицы,                                           
 

 
   

  малый шаг, штрих обозначает транспонирование. 

Исследования уравнений вида (2) является продолжением исследований авторов по дискретным 

задачам оптимального управления с малым шагом [3, с. 5512–5519, 4, с. 138-141, 5, с. 103-104]. 

Следует отметить, что уравнение (2) можно записать в виде системы линейных разностных 

уравнений. Если все матрицы в (2) имеют размерности        то размерность вектора решений будет 

    
Предположим, что: 

1. Матрица   является матрицей простой структуры [6, с. 246], и она не имеет нулевого собственного 

значения                  
2. Все собственные значения     матрицы   удовлетворяют условию              
При выполнении условии 1 простую структуру будут иметь также матрицы    и      их собственные 

значения совпадают [6, с. 253], и матрица   является невырожденной. 

При выполнении условии 2 для матрицы   имеет место ограничение по норме [6, с. 255]. 

         
                        (3) 

ТЕОРЕМА. Матричное решение уравнения (2) дается формулой 

                       
 
      (4) 

и оно имеет оценку 

          
                          (5) 

При этом, для p кратных малых шагов      справедливы соотношения 

                         
 
       (6) 

                         (7) 



Доказательство. Докажем первую часть теоремы. При           из уравнения (2) будем иметь 

                        При         имеем: 

                                                     

                                            
 
  

При           
                    

                                                               

                                                                 

        
 

      
 

   
 

 

Аналогично для любого            справедливы соотношения: 

               
                

              

                  
 

      
 

   
 
  

Таким образом, в результате получим формулу (4), т. е. 

                       
 

         
 

        
 

    
 

   (8) 

Теперь переходим к следующему этапу. С учетом (8) из равенства (2) имеем: 

                          
 

        
 

    
 

  

         
 

        
 

    
 

    

            
                

                          

           
                

                            

                    
                         

   
                                                

         
 

        
 

    
 

  

Тогда для матрицы         получим 

                 
 

         
 

    
 

      (9) 

Продолжая этот процесс для p кратных малых шагов      имеем: 

               
 

        
 

    
 

        
 

      
 

   
 
  

Отсюда видно, что при         имеет место предельное соотношение (7) ч. т. д. 

Полученный результат позволяет сформулировать алгоритм решения матричного уравнения (2), 

который состоит в следующем: 

1. Вводим данные: матрицу    начальные условия       число шагов    
2. Проверим выполнения условия 1 и 2. Если эти условия выполняются, то переходим к пункту 3, 

иначе к 1. 

3. Вычислим решения уравнения (2) по формуле (4) при              
Пример. Решить уравнение (2) при: 

   
     
     

           
        

   
    
    

   

Собственные значения матрицы    0,1; 0,2; 0,2, условия 1 и 2 выполняются. Вычислим решения 

уравнения (2) при                . 

При:                              
        
        
         

   

                                
 
  

  
                              
                                 
                         

   

                          
       

   
 

  

  
                
                  

                     
   

                          
       

   
 

  



  
                   
                   

                     
   

                          
       

   
 

  

  
                  
                  

                      
   

Заключение 

Предложенный алгоритм решения линейного матричного разностного уравнения применяется в 

исследовании матричного разностного уравнения с малым шагом. Результаты работ также будут 

использованы при построении решений дискретных задач оптимального управления с малым шагом. 
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