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где   xtu ,  - искомая,  sxtK ,, ,  ysxtN ,,, -ядра,  xtf , - известная функция; 

  0,0 xtf  при   Xxx ,0 ;   XxxTttxtG  00 ,:, ,    xt  , - известные 

строго возрастающие непрерывные функции. 

Вопросы регуляризация, единственности и существования решений интегральных уравнений 

Вольтерра с двумя независимыми переменными исследованы в [1,2]. В работе  [3] исследованы 

интегральные уравнения Вольтерра в шкалах банаховых пространств. Различные вопросы для систем 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода рассматривались в [4,5]. В [6,7] исследованы вопросы 

регуляризации решений  интегральных уравнений первого рода. В данной работе построены 

регуляризирующие операторы по М.М. Лаврентьеву и доказана теорема единственности решения 

уравнения (1) в классе ).(GC
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образует нормированное пространство. 

Пусть выполняются следующие условия: 
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где  21 0,0 ll   - постоянные. 

Наряду с уравнением (1) будем рассматривать следующее сингулярно-возмущенное уравнение  
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где
 

0  - малый параметр,   Gxt , . 

Решение уравнения (2) будем искать в виде 

       3,,,,,,  xtxtuxtv 

где   xtu , - решение уравнения (1). 
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Тогда последнее уравнение имеет, вид

                     

t

t

t

t

x

x

sdydysysxtNsdxssxsKsxtKxt

0 0 0

,,,,,
1

,,,,,,
1

,, 







   
   

         










t

t

s

t

dxK

dxxKxsKesxsKxtu

t

s

0 0

,,,,,,,,
1

,
,,

1

2







             

s

t

x

x

sdxsudydyyxsN

0 0

.,,,,,, 

       

Относительно 

этого уравнения делаем следующие преобразования:
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Предварительно докажем следующие предложения.          
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где   

      0,,, 0  xtuGCxtu   при       ,,,,, 10 GLtxtKXxx 
 

  0,, txtK  при почти всех 

  Gxt , , функция       
t

t

sdsxsKxt

0

,,,    непрерывна по совокупности   Gxt , . Тогда 

справедлива оценка         ,,3,, 0
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где    - произвольное число из интервала  1,0 , 
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 xz,1 - обратная функция для функции     Gxtxtz  ,,, . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО:  1) если   ,,1

0 xtt   Xxx 0 , то из (8) имеем 
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2) Если   ,,1 Ttx    Xxx 0 , то 
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Из (9), (10) и (11) следует справедливость леммы 1. 

ЛЕММА 2. Пусть функция   ,,, sxtH   определена по формуле (6) и выполняются условия а) ,б). 

Тогда справедлива следующая оценка 

  ,,,, 2CsxtH    где    1

2 1  eCC
.
 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: С учетом условия  б)  из (6) получим 
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Для первого слагаемого 
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для второго 
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. 

Следовательно, отсюда вытекает справедливость леммы 2. 

ЛЕММА 3. Пусть функция   ,,,,1 ysxtN   определяется по формуле (7). Если выполняются 

условия а) -в), то справедлива следующая оценка: 

  ,,,,, 2131 llCysxtN    где   1

23 1  eCC . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО:  Принимая во внимание условия  а) - в), из (7) получим требуемую оценку.  

Далее, в силу лемм 1, 2 и 3 из (5) имеем: 
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Обозначим           
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 Тогда 
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ЛЕММА 4. Лемма Гронуолла-Беллмана: 

Если   0tf  на  Tt ,0  то из неравенства 
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 В силу лемму (4) из (12) получим:
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К тройному интегралу, применив формулу Дирихле, затем заменив  на s  и учитывая, что  0C - 

постоянная, из последнего имеем 
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    sTellCysTK T  1,, 2131 . 

ЛЕММА 5. Пусть   ,, xt  - непрерывна, неотрицательна в G и выполняется неравенство (13). 

Тогда справедлива 

          .,,exp,,

0 0

11 












  

t

t

x

x

sdydysTKaxt 

 
 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Обозначим 
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Тогда в силу (13) 
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Находим  
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На основании (16) из (17) следует  
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Проинтегрируем 
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Следовательно,        
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Исходя из (15), получим      eaG 1
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Таким образом,          
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Отсюда вытекает справедливость леммы 5. 

В силу этой леммы из (13) имеем 

     19,,, 04  CCxt 

 

где     .1exp1 21334

TT TellCeTCC   

Таким образом, доказана следующая 

ТЕОРЕМА 1. Пусть выполняются условия   а) -   в)  и  уравнение (1) имеет непрерывное решение 

 xtu ,  на G  и    0,0 xtu  при   Xxx ,0 , кроме того, пусть   0,, txtK  при почти всех  



  Gxt , . Тогда решение уравнения  (2) представимо в виде  (3),  причем это решение  при 0   

сходится  к непрерывному решению уравнения (1) в области G  и справедлива   

оценка (19).  

Теперь покажем, что решение уравнения (1) единственно в пространстве  GC . Следуя по 

вышеизложенному методу, из (2) получим: 
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где  ,,, sxtH   и   ,,,,1 ysxtN   определены по формулам  (6)  и  (7) соответственно,  

     
   

     21.,,,
1

,
1

,,
,,

1

21

0

sdxsfesxsKxtfxtF
dxKt

t

t

s 





 






 Предварительно докажем следующую лемму. 

ЛЕММА 6. Если функция  ,,1 xtF  определена формулой (21), то для нее справедлива оценка 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Действительно, из (21) имеем 
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 Лемма доказана.   

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполняются условия  а) - в)   и       
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решение уравнения (1)  в пространстве непрерывных функций на G  единственно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Пусть  xtu , - ненулевое решение уравнения (1) при   .0, xtf  Тогда в силу 
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Последнее преобразуем к эквивалентному уравнению 
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В силу условий  а) - в)  отсюда имеем 

                

t

t

t

t

t

s

C
sddxKCxtusdsxsKxtu

0 0

,,,,,,0   

 
 

                    





t

t

x

x

t

s

C

t

t
tts

sdyddxKllCxtusdsxsKxtuxsu

xxx 0 00,0

0

,,,,,,,sup 2110
,

 . 



Отсюда применяя формулу Дирихле, затем заменив   на s  и в силу теоремы о среднем имеем 

                















t

t

t

t

t

t

C
sddxKCxtusdsxsKxtu

0 0 0

,,,,,,0   

 
 

                   



















t

t

x

x

t

t

C

t

t
tts

sdyddxKxtullCsdsxsKxtuxsu

xxx 0 0 00,0

0

.,,,,,,,sup 2110
,

  

По условию теоремы      

t

t

sdsxsK

0

0,,    при  Xxx ,0 . 

Тогда имеем 

        
 
 

   





xtuxsuttxtuCxtu

xxx

tts
C

,,sup,, 0
,

00

,0

0



 

              .,,, 00211 GxtttxxxtullC
C

   

Отсюда, переходя к пределу при 0t , получим   0,0 xtu  при  Xxx ,0 . 

Далее, учитывая леммы 2, 3 и 6 используя леммы 4 и 5, из (20) имеем 

   0, xtu  на G  при   .0, xtf  

Тогда в силу (19) из (3) имеем  

                   

   ,, 04 CCxtu
C


 где 00   . 

Отсюда при 0  вытекает, что   0, xtu  на G  при   .0, xtf  

Теорема доказана. 
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