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Аннотация: обоснование и решение смешанной задачи для системы дифференциально-функциональных 

уравнений приведены в трудах [1]-[3]. В работах [4]-[8] для этих систем рассмотрены непрерывная 

зависимость решения от начальных условий и правых частей в смысле среднего квадратичного отклонения. 

Приведено доказательство теоремы о непрерывной зависимости частных производных по времени от 

решения. При этом для операторов типа Вольтерра предполагается наличие непрерывных частных 

производных по времени до соответствующего порядка. В данной статье приводится доказательство 

непрерывной зависимости решения смешанной задачи от коэффициентов системы в смысле среднего 

квадратичного отклонения. Относительно матриц коэффициентов предполагается, что они симметричны 

и положительно определенные.   
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Abstract: justification and solution of mixed problem for system of differential-functional equations is given in works 

[1] - [3]. Works [4] - [8] for these systems consider the continuous dependence of the solution on initial conditions 

and right parts in the sense of the mean quadratic deviation. The proof of the theorem on the continuous dependence 

of partial derivatives on the solution is given. At the same time, for operators of the Volterra type, it is assumed that 

there are continuous partial time derivatives up to the corresponding order. This article provides evidence of the 

continuous dependence of the solution of the mixed problem on the coefficients of the system in the sense of the mean 

quadratic deviation. With respect to the coefficient matrices, it is assumed that they are symmetric and positively 

defined. 

Keywords: equations, functional, theorem. 
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В [5],[6] рассматривались следующая система дифференциально-функциональных уравнений: 

   , , ; , ,L T x t   i u i u g        ( 1, 2)            (1) 

где  ,L i u являются линейными дифференциальными выражениями 
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          , ; ,T x t i u  -векторный оператор типа Вольтерра 

при граничных условиях 
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Пусть ,i u  - непрерывно дифференцируемое решение систем уравнений (1) при граничных условиях (2) и 

0 0,i u  - непрерывно дифференцируемое решение системы уравнений 

   (0) (0), , ; ,L T x t   i u i u g  ( 1, 2)            (3) 

При тех же граничных условиях (2). Здесь 
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Матрицы 
(0) (0)

1 2,...,A F  и векторы 
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g  удовлетворяют требованиям, наложенным в [7] на матрицы 

1 2,...,A F  и векторы g  соответственно. Считая коэффициенты 
(0) (0)

1 2,...,A F фиксированными, 

предположим, что элементы матриц 
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равномерно ограничены в прямоугольнике 
'(0 ,0 ),П x l t t     т.е. абсолютные величины 

элементов этих матриц не превосходят некоторой константы 0.M    

Целью является при соответствующих дополнительных предположениях относительно коэффициентов 

получить неравенство, из которого будет следовать непрерывная зависимость решения системы от 

коэффициентов в смысле среднего квадратичного отклонения.  

В дальнейшем используем следующую лемму. 

Лемма. Пусть A  и B  - квадратные матрицы порядка 1m  с элементами, непрерывными по 

совокупности ,x t  в  
'(0 ,0 ),П x l t t     причем матрица 0A  и симметричная, а элементы 

матрицы B  по абсолютной величине достаточно малы. Тогда матрица 0A B   а  .П   

Доказательство. Так как матрица 
knA a симметричная и положительно определенная, то собственные 

числа ее вещественные и положительные. Они, как известно, являются корнями алгебраического уравнения. 
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Отметим, что матрица С  положительно определена тогда и только тогда, когда все собственные числа 

симметричной матрицы 
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где  
1 2, ,..., mh h h  имеют ту же структуру, что и 1 2, ,..., mh h h  соответственно. Коэффициенты уравнения 

(5) сколь угодно мало отличаются от соответствующих коэффициентов уравнения (4). Следовательно, в силу 

непрерывной зависимости корней алгебраического уравнения от коэффициентов, собственные числа 

матрицы 
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
  сколь угодно мало отличаются от собственных чисел матрицы .A  Но собственные 

числа матрицы A  имеют в П  положительный минимум, а потому и собственные числа матрицы 
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Впредь для квадратной матрицы P  будем обозначать через P  корень квадратный из наибольшего 

собственного значения матрицы .TP P   Нетрудно видеть, что эта последняя матрица является симметричной 

и, в силу неравенства ( , ) ( , ) 0,TP Pa a Pa Pa   неотрицательно определенной. Но сумма всех 

собственных значений матрицы 
TP P  равна, как это следует из формулы Виета, следу  этой матрицы.  Если 

,knP p  то общий элемент knq  матрицы 
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Таким образом, 
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т.е. при достаточно малых 
knp   величина P   будет сколь угодно малой.  

Если элементы матрицы P   являются непрерывными на некотором компактном множестве Q   

функциями, то под P  будем понимать максимум на Q  корня квадратного из наибольшего собственного 

значения матрицы .TP P  Ясно тогда, что 
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Теорема. Пусть ,i u  и 0 0,i u  соответственно решения систем уравнений (1) и (3), удовлетворяющие 

граничным условиям (2) и для некоторого   выполнены условия 
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При этом матрицы 
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1A  и 
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Доказательство. Из первого (соответственно второго) уравнения системы (1) вычтем первое (второе) 

уравнение системы (3). 

Далее, вычтем из обеих частей полученного соотношения выражение 
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И после этого перенесем все слагаемые, входящие в систему (3) в правую часть. Тогда получим, что 
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и граничным условиям (2). 

Считая правые части системы (7) известными, с помощью равенств ,teI j  
teU v  введем новые 

неизвестные векторы j  и .v   При этом система (7) перейдет в систему (относительно j  и v ) 
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Далее, как и в [6], получим тождество, которому удовлетворяют векторы j  и v , 
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Здесь ( , )K j v   означает то же самое, что и в [6].  Согласно условий теоремы имеем:
(0) ,A A A      

где A  - квадратная матрица, имеющая такую же структуру, какую имеет матрица 
(0) ,A   причем по 

абсолютной величине элементы матрицы A  достаточно малы.  Отсюда следует: 

1. При некотором достаточно большом ,  не зависящим от коэффициентов 1 2,..., ,A F  квадратичная 

форма 
2 2( , ) 2 2K  j v j v  будет отрицательно определенной. 

2. Для симметричных матриц 1A   и 2A   будут справедливы неравенства 
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где  
' '

1 2 1 2, , ,      - некоторые положительные числа, не зависящие от матриц 1A   и 2.A  

Действительно, перепишем квадратичную форму   
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Тогда в силу леммы 1, при достаточно большом ,  квадратичная форма, стоящая в фигурных скобках 

будет положительно определенной. Отсюда и вытекает справедливость утверждения 1. 

Так как наибольшие ( )A  и наименьшие ( )A  собственные числа матриц 1A  и 2A  при достаточной 

близости этих матриц к 
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2A  как угодно мало отличаются в П  от наибольших ( )A и 

наименьших ( )A  собственных чисел матриц 
(0)

1A  и 
(0)

2A соответственно, то для соответственно 

подобранного 0   справедливы следующие неравенства 
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если элементы матриц 
(0)A A   ( 1, 2)   по абсолютной величине меньше ,  где числа 
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1 2 1 2, , ,     положительны и не зависят от коэффициентов 1 2,..., .A F  Теперь ясно, что неравенства (9) 

непосредственно следуют из неравенств (10) и (11). Таким образом, утверждение 2 доказано. 

Используя тождество (8) и утверждения 1 и 2, получим неравенство 
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где  0    некоторое число, не зависящее от коэффициентов 1 2,..., .A F  

Из неравенства (12) пользуясь тем, что  
2 2 2
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через ,   получим неравенство (6).  Теорема доказана. 
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