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Аннотация: в области сингулярно-возмущенных задач уравнения с двумя и более малыми параметрами 

были исследованы в работах [6, 10] и др., причем вопросы устойчивости или условной устойчивости 

решения имеют важное значение в теории указанных задач. Например, в работе [10] исследованы 

уравнения с двумя параметрами, когда 
1A    - кинематический коэффициент «кажущейся» 

вязкости турбулентного течения, соответствующий коэффициенту кинематической вязкости 
1    ламинарного течения ( A - коэффициент турбулентного обмена). Поэтому, в данной работе 

изучается сингулярно-возмущенная задача с двумя малыми параметрами в весовом пространстве 
2 ( )hL D , когда задается априорная информация о входных данных в 

2 2( )L R .  

Ключевые слова: сингулярно-возмущённая задача, интегрируемая функция, вырожденная задача, малый 

параметр, единственное решение, интегральный оператор.   
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Abstract: in the singularly perturbed problems equations with two or more small parameters were studied in [6, 

10] and the others, stability issues and conditional stability of solutions are important in theory of these 

problems. 

For example, in [10] investigated the equation with two parameters when 
1A    -  kinematic-

viscosity coefficient "apparent" of turbulent flow, corresponding to kinematic-viscosity coefficient 
1   of 

laminar flow ( A - turbulent exchange coefficient). 

Therefore, in this paper we study the singularly perturbed problem with two small parameters in the weighted 

space
2 ( )hL D  when given prior information of the input data in

2 2( )L R . 

Keywords: singularly perturbed problems, integrable function, degenerate problem, small parameter, a unique 

solution, an integral operator. 
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Введение 

Известно, что существенные трудности, связанные с вопросами разрешимостью, возникают при 

исследовании нелинейных сингулярно-возмущенных задач в неограниченных областях с одним малым 

параметром, когда в этих задачах малость погранслойной функции нарушается не в начальной точке, а на 

отрезке, где ,(( , ) [0, ] ),x t t x T R    а в случае  ,t R  то малость нарушается в области ,R где x t . 

Тем более, в случае 
2( , , ) [0, ]t x y D T R   , еще труднее, в чем и заключается актуальность исследований 



    

 

данной работы. Аналогичные трудности возникают и в сингулярно-возмущенных задачах с двумя  малыми 

параметрами [6,10]  и более, когда  независимые переменные допускают указанные  условия, где доминируются 

интегро-дифференциальные уравнения в частных производных [3, 4, 5] и др.  

В связи с этим, в настоящей статье изучается нелинейное сингулярно-возмущенное интегро-

дифференциальное уравнение четвертого порядка с двумя малыми параметрами с условием Коши на 

основе метода работы [8], дающий разложения асимптотического характера, где содержатся функции 

типа погранслоя и линейный интегральный оператор с остаточной функцией. При этом излагаемый 

метод модифицирует метод классической погранслойной функции [1, 2, 4] с априорной информацией о 

входных данных в 
2 2( )L R  [7].   

Рассмотрим сингулярно-возмущенную задачу вида: 
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где 0 const  , 
1 2(0,1) ,      малые параметры, 
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Для доказательства близости решений сингулярно-возмущенной и вырожденной задачи в 

пространстве 
2 ( )hL D , требуется априорная информация вида  

0 1 2( , , , )b x y   

2 2

2

2

1 2

2

0 1 2 0

1
2

2
0 1 2 0 1 2 1 2 1 2 1 1( )

0,   когда  , 0, ( , ) ,

( , , , ) , ( , ) ,

( , , , ) ( ( , , , ) ) ,

0 1;  0 const,  ( 0,1).

L R

R

i

x y R

b x y m x y R

b x y b d d m

т i



 

 

        



   


    



 

     


          (3) 

П. 1. Если 
1 2, 0   , то из (1) следует вырожденная задача: 
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Задача Коши (4), (5) эквивалентно приводится к виду 



    

 

2

0

0 0

2

1 2 1 2 1 2

1 0

( , ) ( , ) { ( ( ), ) [ ( , ( ), )

( , ( ), , , ) ( , , ) ] } ( )( , , ),

( , ) ( , ) ( , ),

t s

R

x

t x x t y x t s y f x t s y

K x t s y d d d ds B t x y

x y x y x y

   

           

  


        



   

  



 

           (6) 

при этом (6) удовлетворяет уравнение (4). 

Действительно, дифференцируя (6) по совокупности аргументов и подставляя (4), получим     
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Что и требовалось указать.   

С другой стороны, уравнение (6) является уравнением Вольтерра второго рода и она разрешима в 

классе функций 
2,3,1( )C D , так как [9]:    
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причем решение уравнение (6) находим методом Пикара       

1 ,( 0,1,...)n nB n      

с оценкой погрешности  

  d 1n n

n 1 n n n 1 1 0 nC C C
d ... d d (1 d )r 0,      

  
                   (9) 

где 0 - начальное приближение. Кроме того, по условию задачи известные функции, входящие в 

уравнение непрерывно дифференцируемы до требуемого порядка по совокупности своих аргументов, то 

и решение уравнения (6) допускает аналогичное требование, т.е. имеет место: 
2,3,1( ) ( , , ).C D t x y  

Лемма 1. В условиях (8), (9) задача (4), (5) разрешима в классе функций 
2,3,1( )C D .  



    

 

П.2. Чтобы найти решение задачи (1), (2), предположим 
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причем 
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Следовательно, подставляя (10), (11) в (1) и при этом, учитывая (4) имеем   
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Отсюда видно, что из задачи  
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При этом, учитывая заданную информацию (3) относительно функции 1 2( , , , , )t x y   получим 

оценку в 
2 ( )hL D  в виде  
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Далее, учитывая (13), (16) из (12) получим  
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По условию задачи начальные условия относительно функция u  определяется в виде (2), поэтому, на 
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При условии (19) из (18) следует уравнение вида  
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          (20) 

Действительно, дифференцируя (20) по ,t y  и полученные выражения, подставляя в (18) имеем 
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Что требовалось показать.   

С другой стороны, уравнение (20) является интегральным  уравнением Вольтерра второго рода. 

Поэтому, не нарушая общности, допускаем, что если относительно оператора  P  выполняются условия 

Банаха, т.е. 
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       (21) 

здесь 
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то уравнение (20) имеет единственное решение в ( )C D , причем 
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Поэтому решение (20) находим методом Пикара и при этом имеем 
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Лемма 2. Если имеют место условия (21), (22), то  уравнение (20) разрешимо в ( )C D . 

Таким образом, мы показали, что непрерывно-ограниченное решение интегрального уравнения (20) 

есть решение сингулярно-возмущенного интегро-дифференциального уравнения (18). Следовательно, 

учитывая (10), (17) и (22) получим 
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Теорема 1. В условиях лемм 1, 2 и (24) близость решение сингулярно-возмущенной и вырожденной 

задачи оценима в смысле 
2 ( )hL D  по правилу (24), когда 1 2, 0   .  
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