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Аннотация: в статье сообщается, что в метрическом пространстве для каждого не содержащего 

изолированных точек замкнутого множества с пустой внутренностью существует функция, для 

которой данное множество является сингулярным множеством (множество сингулярных точек 

функции называют сингулярным множеством; точка называется сингулярной для функции, если в 

любой окрестности этой точки функция является неограниченной); в качестве примера строится 

функция, для которой множеством сингулярных точек является канторово множество. Предъявляется 

доказательство, что эта функция – подходящая. 

Abstract: in this article we report that in any metric space for any closed set with empty interior, which does not 

contain isolated points, there is a function for which the given set is the singular set (set of singular points is 

called the singular set; the point is called singular for the function, if in any neighbourhood of this point the 

function is unlimited); As the example we construct the function for which the set of singular points is the Cantor 

set. We present the proof that this function is suitable. 
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Утверждение. Пусть X  — метрическое пространство. Если подмножество A X  замкнутое, 

имеет пустую внутренность int A , а также не содержит изолированных точек пространства X , 

тогда существует функция       такая, что множество A  является множеством сингулярных точек 

f . 

Доказательство.  

Доказательство восходит к доказательству утверждения 3 из [1]. 
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Покажем, что множество A  является множеством сингулярных точек функции f .  

Так как внутренность int A , то всякая точка a A  является точкой прикосновения 

дополнения \X A . Из этого по определению следует, что 0   в  -окрестности точки a  

найдется точка \x AX . При этом будем иметь 
1 1

( )
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f x
x A 

  . Для любых 0   и 

0M   можно подобрать 0   так, чтобы выполнялись неравенства    и 
1

M

 , то есть  

( )x O a  и ( )f x M . Для этого достаточно взять 
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min ,
M

 
 

  
 

. Таким образом, 

точка a  является сингулярной точкой f . 

Проверим, что точка b A  не может быть сингулярной точкой f .  
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Если b A , то ( , ) 0b A    ввиду замкнутости A . Положим 
2




  и покажем, что 

( ) ( , )
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O b Ax x


   . Допустим противное: ( , )

2
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  . Тогда найдется точка Aa  

такая, что ( , )
2

x a


   . Из неравенства треугольника следует 

( , ) ( , ) ( , )
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b a b x x a
 

         , что противоречит равенству ( , )b A  . Итак, 

( )bx O   верна оценка 
1 2

( )
( , )

f x
x A 

  . Таким образом, b  есть регулярная точка f .  

Можно дополнительно отметить, что функция f  непрерывна на \X A  ввиду непрерывности 

метрики  . 

Пример. Функция, сингулярное множество которой есть канторово множество [0,1]C  . 

Каждому числу [0,1)x  может быть поставлена в соответствие его запись в троичной системе 

счисления вида 1 20, nx a a a , где {0,1,2}ia  , и обратно, каждой такой записи при 

условии, что сколь угодно далеко встречаются цифры, отличные от 2 , соответствует некоторое число из 

[0,1) . 

Точкам канторова множества на [0,1)  отвечают троичные записи, в которых цифра 1 не встречается 

либо встречается единожды и после нее следуют цифры 0.  

Определим функцию           следующим образом. 

Если [0,1]x C  , то полагаем ( ) 0f x  . 

Если [0,1] \x C , то в троичной записи числа x  рано или поздно встретится цифра 1 . В этом 

случае полагаем ( )f x  равным номеру позиции первого вхождения цифры 1  в записи числа x . 

Покажем, что C  является множеством сингулярных точек функции f .  

Проверим, что каждая точка C  является сингулярной для f .  

Пусть c C . Тогда в троичной записи числа с  цифра 1 не встречается либо встречается единожды 

и после нее следуют только цифры 0.  

Для любого натурального n  можно построить число nx , троичная запись которого совпадает с 

записью числа c  до позиции n , а начиная с позиции n , стоит пара цифр 11, после которых следуют 

цифры 0 .  

Всякое такое число nx  не принадлежит C , то есть принадлежит [0,1] \ C , и удовлетворяет 

равенству 
1

1

3
n n

c x


  . 

Таким образом, для любых 0   и M в  -окрестности точки c C  найдется число 

[0,1] \n Cx   такое, что ( )nf x n M  . Для этого достаточно взять 

3

1
max 1 log ,n M
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Убедимся, что каждая точка [0,1] \ C  является регулярной для f .  

Пусть [0,1] \ Cd . Тогда в троичной записи числа d  встречается цифра 1, причем после нее 

встречается хотя бы одна цифра, отличная от 0.  
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Пусть n  — номер позиции первого вхождения цифры 1 в троичной записи числа d . Возьмем число 

a  такое, что его троичная запись до позиции n  включительно совпадает с записью числа d , а далее 

следуют цифры 0 . Очевидно, что a d .  

Как было ранее отмечено, в троичной записи любого числа сколь угодно далеко встречаются цифры, 

отличные от 2. Пусть m  — номер позиции первой цифры в троичной записи числа d , отличной от 2  и 

следующей после первой цифры 1 . Возьмем число b  такое, что его троичная запись совпадает с 

записью числа d  до позиции m , а на позиции m  стоит цифра 2 , после которой следуют цифры 0 . 

Очевидно, что d b . 

Если ( , )x a b , то x  лежит между числами вида 0, 1 000
n

a   и 

0, 1 2 2 000
n m

b  , поэтому троичная запись числа x  имеет вид 0, 1
n

x  , причем 

после цифры 1  встречаются цифры, отличные от 0. Из этого следует, что [0,1] \ Cx  и ( )f x n . 

Таким образом, мы нашли окрестность ( , )a b  числа d , в которой функция f  ограничена. 
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